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On dit qu’un anneau A est bi~lgulier, si pour tout element x de A, l’idkal 
bilat&re (x) est engendrC par un idempotent central. Ees anneaux birCguliers 
commutatifs sont les anneaux rCguliers de van Neumann, le centre d’un 
anneau birCgulier est un anneau r&gulier; tout anneau birCgulier est B idCaux 
singuliers B droite et B gauche nuls, par suite un anneau birkgulier auto- 
injectif B droite est rkgulier. 
Sauf mention expresse du contraire, les modules consid&% seront des 
modules B droite sur un anneau unitaire. Pour la &Corie des modules inject& 
on pourra se reporter B [S], pour la classification des anneaux rkguliers 
auto-injectifs 2 droite on pourra consulter [7] et [kl]. Rappelons simplement 
qu’un anneau de Baer A est de type I, s’il existe un idempotent abklien et 
iidble, de type II, s’il existe un idempotent fini et fiddle et si A ne contient 
pas d’idempotents abCliens f0, de type III, s’il ne contient pas d’idem- 
potents finis #O. On dira qu’un anneau A est guu.sisimpZe, si (0) et A SOWY 
les seuls idCaux bilathres de A. Le but de cet article est de dhtertiner les 
anneanx birCguliers auto-injectifs B droite; une partie des rCsultats obtenus 
a Cti: prCsentCe dans [lo]. 
1. ANNEAUX BIRBGULIERS 
PROPOSITION 1 .l. Soit A un anneau semi-premier dent Ee centre Z esst 
amzeaz4 rkgulier. Les conditions suivantes sent Lquivalentes: 
(I) A est un anneau b&gulier. 
(2) Les idkaux premiers de A sont engendrk par bs idkaux maxima~x 
de 27. 
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(1) * (2). Soit P un ideal premier de A; m = P n 2 est un ideal premier, 
done maximal de 2. Comme l’anneau quotient A/Am est quasisimple on a 
necessairement P = Am. 
(2) 3 (1). A &ant semi-premier, pour tout element x de A on a 
(4 n 4X41 = (0) oti l(.) designe l’annulateur a gauche. Supposons 
I = (x) @I@)] + A. 11 existe alors un ideal maximal m de 2 tel que l’on 
ait I C Am et I’on peut trouver s E 2 - m tel que sx = 0. On en deduit que 
s E Z&V)] done s E m et il y a contradiction. 
COROLLAIRE 1.2. Soit A un anneau semi-premier dont le centre Z est un 
anneau rkgulier et qui vt%$e les prop&&% suivantes: 
(1) A est une Z-a@bre de typefini. 
(2) Pour tout idkal maximal m de 2, A/Am est am anneau birkgulier. 
Alors A est un anneau bir&gulier. 
L’anneau quotient A/Am est isomorphe B l’anneau localisi: A, et comme 
A est une Z-algebre de type fini, il en resulte que le centre de A, est iso- 
morphe a 2, qui est un corps; d’apres la condition (2), Am est un ideal 
maximal de A, et A est biregulier (Proposition 1.1). 
Rappelons qu’un groupe G est dit localement normal si tout sous-groupe 
de type fini est contenu dans un sous-groupe normal fini de G. On a la 
propriete suivante: 
PROPOSITION 1.3 [l]. Si l’anneau de groupe A[G] est birdgulier aloes: 
(1) A est un anneau birkgulier. 
(2) G est un groupe localement normal tel que l’ordre de tout &ment #l 
de G soit inversible dans A. 
On trouvera une demonstration de cette proposition dans [IO]. Rekiproque- 
ment on a le 
LEMME 1.4. Soit G un groupe localement normal; si pour tout sous-groupe 
normal fini H de G, l’anneau de groupe A[Hj est birkguliw, alors A[G] est un 
anneau bi&gulier. 
Soit e un idempotent central de A[HJ; nous allons montrer que 
A[Gj eA[G] = (e) est engendre par un idempotent central de A[q. On 
designe par (eJ1sic.n les conjugues distincts de e dans A[GJ. Les e, sont des 
idempotents centraux de A[H], et il existe par hypothese un idempotent 
central f de A[H] tel que 
A[HJf = i A[HJe$ . 
id 
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On en dCduit la relation (e) = A[G]& ( ) e es un facteur direct bilatere de t 
i’anneau semi-premier A[G], il est done engendre par un idempotent central 
Em rCsukats de A. Bovdi et S. V. Mihovski [I] peuvent &tre completes 
de ia facon s-&ante: 
(1) A est me algBbre de type jki SW son cede. 
(2) A est auto-injectif h droite. 
D’aprk3 Ie Lemme 1.4 on peut supposer que G est un groupe fini dont 
l’ordre rz est inversible dans A. 
(1) Soit Z le centre de A; Z[G] est un anneau rCg&er [8], le centre K 
de A[G] est done un anneau regulier. Soit Np un ideal maximal de R; 
M n Z = m est un ideal maximal de Z, et I’anneau B = ~~~1~~~1~ 
qui est un anneau quotient de l’anneau biregulier A/An2[G], [I], est birtgulier. 
L’assertion rCsuKte alors du Corollaire 1.2. 
(2) Soit ,W un ideal maximal du centre K de l’anneau auto-injectif a 
droite A[G] [4]. M n Z = m est un ideal maximal du centre Z de A. Comme 
priicedemment, on voit que B = A[G]/A[G]M est un anneau biregulier. 
‘apres ill, Proposition 2.91 MA[G] es un ideal bilatere maximal de A[@ t
et l’assertion r&&e de la Proposition 1. I. 
Remargue. On peut conjecturer que les conditions (I) et (2) de la 
tion 1.3 caracterisent les anneaux de groupe bireguliers; d’apres le Lemme 1.4 
11 s&it de resoudre le probleme pour les groupes finis. 
PROPOSITION 1.6. Pow un armeau dgukier A, auto-i~~ectif d &de, bs 
~on~it~o~s s&antes sent t+ivaEentes: 
(1) A est un anneau birt?gulier. 
(2) Tout id&d premk de A est maximal. 
(I) * (2). C’est evident. 
(2) * (11. Soit m un ideal maximal du centre de A; d’aprks [11) Propo- 
sition 2.97, Am est un ideal premier de A, done maximal; I’assertion resulte 
alors de Ia Proposition 1.1. 
Comme un armeau regulier premier, a identitit polynomiale est un anneau 
simple, i! en r&&e qu’un anneau regulier auto-inject8 B droite & identite 
polynomiale est biregulier [9]. 
4&n/36/r-6 
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2. ANNEAUX BZRI~GULIERS AUTO-INJECTIFS A DROITE DE TYPE I ou II 
LEMME 2.1. Un anneau biy&ulier A auto-injectif & droite qui contient un 
idempotent fini et fidt!le, est un anneau j&i. 
Soit e un idempotent fini et fidele de A; il existe un idempotent central lz 
de A tel que (e) = Ah. Comme e est fidtle, on a h = 1, ce qui implique une 
relation de la forme 
1 = f  xieyi . 
i=l 
Les ideaux $ droite x,ey,A sont isomorphes a des facteurs directs de A, 
et par suite h peut se mettre sous la forme: h = C,“=& , oti les fi sont des 
idempotents orthogonaux et finis de A; il resulte de [I 1, Proposition 5.11 
que A est un anneau fini (i.e., Xy = 1 3 yx = 1). 
LEMME 2.2. Soient (QisN, une suite infinie strictement croissante d’entiers 
(AJ, i E N, une suite d’anneaux r6guliers auto-injectif d: droite et finis. Alors 
Z’anneau A = niEN M,((A,) n’est pas un anneau bir6gulier. 
Soit hi , i E N, l’idempotent central associi: au facteur M,+(Ai). On a alors: 
hi = eli + ..* + e& 
oh les e,*, 1 < s < ki , sont des idempotents orthogonaux finis, qui engen- 
drent des ideaux B droite isomorphes et tels que les anneaux Ai et 
e,iMJA,) e4 soient isomorphes. Pour i E N, on pose eri = ei et on considere 
l’element e = (e& de A. L’idCal biladre (e) engendre par e, contient tous 
les idempotents h, , i E I, et si l’anneau A est birCgulier, alors (e) = A. Nous 
allons montrer que c’est impossible. Sinon, il existe une relation de la forme: 
1 = f  xseys; 
s=l 
x9 = (X&-4 ; Ys = (Yi%sN * 
Soit n, >p; on ah, = Cfz, xk*elkyylcs, on en deduit une relation de la forme: 
h, = i fi , fi ==fi 
j=l 
oh fiMnk(Ak) est isomorphe a un facteur direct de elkMnk(Ak), avec q < n. 
Cela contredit le fait que Mnh(A,) est un anneau fini [l 1, Cor. 5.21. 
THBOF&ME 2.3. (1) Les anneaux biriguliers auto-inject@ Li droite de 
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type I sent des pro&ts$nis d’anneaux de matrices d coeficients &Ens des ameawx 
r&h&s aut&+ectifs. 
(2) Ees anneaux birkgdieiers auto-inject+ ki &ode de type If, sent les 
produits finis de facteurs de type I& . 
La propriCti: (1) est une consequence du Lemme 2.1 et de 111: ThCo- 
&me 3.71. 
Soit A un anneau biregulier, auto-injectif a droite de type 11; d’apres 
le Lemme 2.1, c’est un anneau fini et quel que soit l’entier n >, 1, il existe 
des idempotents orthogonaux ei qui engendrent des ideaus a droite iso- 
morphes et qui vCi-ifient: 
1= zei, [ll, Lemme 3.111. 
i=l 
Soit (I&, , une famille maximale d’idempotents centraux et orthogonaux 
de A; A est isomorphe a l’anneau prod& des anneaux Ah, 1 D’apres ce qui 
precede, Ahi est isomorphe a un anneau de la forme Ak&B,), ie Eemme 2.2 
prouve que I est un ensemble fini et le centre de A est un pro&it fini de 
corps. ‘apds [ll, Proposition 2.71 A est un prod& fini d’anneaux quasi- 
simples. 
3. ANNEA~X BGULIERS AUTO-INJECTIFS A Daarm DE TYPE Hi 
Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux considCrCs dans ce 
paragraphe sont reguhers auto-injectifs a droite de type III. Si n/d est un 
A-module, E(M) designe l’enveloppe injective de n/d et pour tout cardinal 01, 
on note c&T la somme directe de o? copies de IW. Soit b # 0 un CICment de A; 
comme A ne contient pas d’idempotent fini #O, on a eA = E(NaeA) [i 1, 
Proposition 4.2], on designe par cl6 ‘ne plus petit ordinal 01 tel que bA 2 E(abA) 
[6] et on a No < 01~ < 2cardA. 
Soit x f  0, un Clement de A; il existe un idempotent central h # 0, et 
un cardinal p, /3 < cy tel que Ah = E@xhA) [lls Lemme 4.11. La relation 
01~ = ~r,~ implique que les A-modules a&A et Ah som isomorphes. 
En considerant une famille maximale (k+)jeJ d’idempotents centraux 
orthogonaux de AC(X), oti C(X) designe la couverture centrale de X, telle hue 
82 GUY RENAULT 
lzjA soit isomorphe a kjxA, on deduit facilement de ce qui precede que 
AC(Z) = (x), done A est biregulier. 
On dira qu’un anneau regulier auto-injectif a droite est de type III,, 
s’il existe un cardinal 01 tel que 01~ = N pour tout Clement 6 # 0 de A. 
THI~OR~ME 3.2. Soit A un anneazk rt@dier auto-injectif d d&e de type 111. 
A~OTS A est isomorphe h un prod& d’anneaux Aj,ieJ o& A, est l’anneau des 
endomorphismes de l’enveloppe injective d’un module libre Di!’ SW un anneau 
bir@lier Dj de type II& . 
Soit f  # 0 un idempotent de A tel que elf soit le plus petit Clement de 
l’ensemble des a+, b # 0, b E A. Nous allons montrer qu’il existe un idem- 
potent central h f 0 tel que l’anneau B = hfAfh soit de type III,. Pour 
cela on peut evidemment supposer f fiddle. ConsidCrons une famille maximale 
(h& d’idempotents centraux orthogonaux de A tels que ahif > o”f , pour 
i ~1. Si (1 - h) designe la borne superieure des hi , i E I, on a 1 - h f 1. 
En effet, sinon hA serait extension essentielle de la somme directe eiel h,fA 
et les relations hifA = E(ol,h$f(A) impliqueraient fA = E(ol,fA) ce qui est 
contraire a l’hypothese faite sur f. Soit y # 0, un Clement de Ah; on a 
01~ > af par definition defy on designe par PyhA une somme directe maximale 
de sous-modules isomorphes a yhA, contenue dans yhA, et par ,8yhA @ YyhA 
une somme directe maximale de sow-modules isomorphes a yhA contenue 
dans hA. D’apres [ll, Lemme 4.11, il existe un idempotent central k + 0 
de A tel que l’on ait kfA = E@kyhA @ ykyhA) ce qui implique ,B < + 
car k E hA; done my = c+ , quel que soit y # 0, y  EfhA. On en deduit que 
pour tout b # 0, b E B = fhAf, on a cc6 = 01~) done B est de type III, 
(Lemme 3.1). En utilisant alors les techniques de [ll, Cor. 3.4, Proposi- 
tion 4.31, on obtient le thtorbme. 
LEMME 3.3. Pour un idempotent e # 0 d’un anneau A rlgulier auto- 
in&&S ~2 droite de type III les conditions suivantes sont Lquivalentes: 
(1) L’idLaE bilat&e (e) est facteur direct de A. 
(2) 1l existe des tlkments u, v  de A et un idempotent central h qui vt+$ent 
uv = h, vu = e. 
Pour que I’idCal (e) soit facteur direct de A, il faut et il suffit, qu’il existe 
un idempotent central h qui drifie les relations: 
h = i aiebi ; 
i=l 
e = he. 
Comme e n’est pas un idempotent fini, cela revient a dire que hA est 
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isomorphe a ran facteur direct de eia, ou encore que IL4 est isomorphe B 
eA [2], c’est ce qui est exprimi: par la propriM (2). 
'Tk&oRhx~ 3.4. (I) Tout prod& d’anneaux b~~~g~l~e~s auto-~n~ect~fs $E 
dmite de type I’J est un anneau BirLgulier. 
(2) Tout anneau birt!gulier auto-injectif & droite de type 111 est un, produit 
d’anneaux Aj , j E J, ozi Aj est de type IIIaj . 
La propriete (1) est une consCquence immediate du Lemme 3.3. DCmoa- 
trons la propriCtC (2). Soient f + 0 un idempotent de A, h sa couverture 
centrale; d’apres de Eemme 3.3, on a 01.~ = 01~ . $a premiere partie de ia 
demonstration du ThCoreme 3.2, montre qu’il existe un idempotent central 
k # 0, tel que Ak soit de type III, , le theorttme s’en dCduit facilement. 
emarques. (I) Soient CL > 1 un cardinal, E un espace vectoriel de 
nsion LX sur un corps k. L’algebre tensorielle T(E) est de dimension 
No si w -<, .A$, de dimension cl, si ol > MO. L’enveloppe injective A de 
T(E) est de type III ~ : on sait en efiet que A est de type I [3] et ii suffit de 
remarquer que l’on a aJG = a1 = CI, pour tout x + 0. e plus, comme A 
est un anneau integre, A est un facteur de type III. 
(2) L’enveloppe injective d’un anneau biregulier n’est pas necessaire- 
ment urn anneau biregulier. Soient (&JnaN une famiIle de facteurs de type I,, 
jresp. II,,) admettant pour centre un me corps K. On considkre le sous- 
anneau B de l’anneau produit A = constitue des CEments 
x = bi)id3 > ou xi = a, a E K, pour i suffisamment grand. est um anneau 
biregulier d’enveloppe injective A. Si A, = M,(K) ou si les A, sont de 
type II, A n’est pas birCgulier (Theo&me 2.3). 
LEMME 3.5. Soit A un anneau b ide’al singulier & droite au1 doont I’enveloppe 
injecfive A admet me composante de type III Ah non mile. Alors si e # 
un idemnpotent de AA, il existe des idem>ote&s celatraux et orthogo~a~~ hi , 
i E 4 de A-h, des card&am injkis 01~ ) dees 6lkents xi de A tels que 
eA> = I?(@,,, a~~(h,x,A)); h, est la couverture centtale de hixs , R = wpiel h, 
est la couverture centrale de e. De plus si pour tout i E I, on a &,~,a = h,A!^, 
alors AteB = A&. 
La premiere partie du lemme est une cons&pence facile de [PI, 
Lemme 4.11. On a les isomorphismes suivants: 
On a de plus &~~(h~x@)A  ^= ,&,~,a et comme A est de type III, l’hypo- 
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these implique que hiA et eh,a sont isomorphes (Lemme 3.3) done kA  ^et 
eA  ^sont isomorphes ce qui entraine la relation RA = A^eff. 
PROPOSITION 3.6. Soit A un anneau bi@gulier dent l’enveloppe irzjective a 
est de type III; aloes A- est un anneau birt!‘ulier. 
Nous reprenons les notations du Lemme 35. On pose AxiA = AK,, oli 
ki est un idempotent central de A, done .&,a = Aki . On en deduit alors 
les relations: dhixiff = 2fh,ki = ahi ; d’aprb le Lemme 3.5, a est biregu- 
lier. Nous allons completer les resultats de [3]. 
PROPOSITION 3.7. L’enveloppe injective d’un anneau Tbduit A est un 
anneau bir&ulier. 
D’apres les resultats de [3], il suffit de prouver que la composante ah 
de type III de A, enveloppe injective de A, est un anneau biregulier. 
Soit e f 0 un idempotent de Ah; d’apres le Lemme 3.5 il suffit de consi- 
derer la situation ahi 1 eh,a = E(olihixiA) oh xi E ah n A et oti hi designe 
la couverture centrale de hixi . L’annulateur a droite y+(hixi) de h,xi dans 
Ah, est nul. En effet I’idCal a droite J = rAhi(hixi) n (Ahi n A) est un ideal 
bilatere de I’anneau reduit A, on a alors J(Ah,x,) = (0), done J = (0), ce 
qui prouve que y4hi(hixi) = (0). 0 n en deduit que h,xia est isomorphe B 
hid et par suite A(ol,h,x,A)A = ah,xiA = Ahi et la proposition resulte du 
Lemme 3.5. 
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